Homotopielineare Zp-operationen auf Spahären  by Löffler, Peter
Topok?gy, Vol. 20, pp. 291-312, 1981 
Printed in Great Britain. All rights reserved. 
~9383/81/0u1291-22Un.00/0 
Copyright @ 1981 Pergamon Press Ltd. 
HOMOTOPIELINEARE Z,-OPERATIONEN 
AUF SPHIiREN 
PETER L~FFLER 
(Received 2 January 1980) 
EINLXITUNG 
SEI G EINE Gruppe von Primzahlordnung p. Wir betrachten in dieser Arbeit G- 
Operationen auf Homotopiesphiiren iU”+’ (kurz Sphliren) mit der Eigenschaft, da8 
Fk = MG, die Fixpunktmenge von M, wieder eine SphPre ist. Eine solche Operation 
wollen wir homotopielinear nennen. Wir setzen im folgenden immer k 2 5 und n 2 3 
voraus. Sei x E F und V die tangentiale Darstellung von G in x. Sei eG( V) die Gruppe 
der V-orientierten G-Diffeomorphieklassen von obigen Objekten[l, 341. Auf eG( V) ist 
ein Homomorphismus r : flG( V) + Wh (G), die Whiteheadgruppe von G, 
definiert [l, 341. Unser Ziel ist es, den Kern von T “zu berechnen”. 
Die-wohl nicht besonders originelle-Idee besteht darin, den Ansatz aus[24] auf 
unser Problem zu verallgemeinern. (Man vergleiche twa hierzu auch[37] 2.2.) 
Der erste Schritt in dieser Richtung ist die Beobachtung aus[26,271, da8 jedes 
Element aus 19~( V) Siquivariant V-rahmbar ist, d. h. ist M E O’(V) und tM das 
Tangential b&de1 von M, so gilt tM = V x h4 als Gleichung in KG&M). Sei also evG 
die abelsche Gruppe der V-gerahmten homotopielinearen G-Operationen auf 
Homotopiespharen mit Torsion 0. Wir versuchen die Struktur von evG zu analysieren. 
Sei f&” die Bordismusgruppe V-gerahmter G-Mannigfaltigkeiten. Mit Hilfe be- 
kannter Methoden[l2,42] reduziert man die Berechnung von flvG auf die Berechnung 
einiger bekannterer Gruppen (die selber ziemlich unbekannt sind). Wesentlich fur die 
gesamte Arbeit ist die folgende einfache Tatsache: 1st M eine gerahmte Mannig- 
faltigkeit, dann hat V = MP eine offensichtliche G-Operation und VG ist wieder M. 
Dieses hat zur Folge, da6 in einem Bereich (V mu8 subregular sein, d. h. ist 
dima VG = k und p die regulire Darstellung, so sol1 V$ k * p sein) jede gerahmte 
Mannigfaltigkeit mit jedem prinzipiell miiglichen Normalenbtindel an die Fixpunkt- 
menge tatsachlich auftaucht (2.8,2.9). 
Die offensichtliche Abbildung Q: 0,” 2 nvG ist, wie man sich leicht tiberlegt, ein 
Homomorphismus. Auf dem Weg von nvG zu evG ftihren wir nun eine Zwischen- 
theorie ein: avG. Hier sind die Fixpunktmengen schon Homotopiesphiiren. Der Zu- 
sammenhang zwischen avG und & ’ lil3t sich ziemlich genau ausdrticken (4.2). 1st V 
wieder subregular, so wird die Berechnung sehr explizit (4.5,4.6). 
Urn evG + avG zu studieren, miissen wir nun voraussetzen, da8 V stabil ist, d. h. 
1 + 2 - dim, VG < dim V. 1st V stabil, so hat man eine exakte Folge abelscher Gruppen 
(dim, V = n) (6.2) und (7.1) 
L+dG) --, evG + avG --, L,(G). 
Hierbei sind die L-Gruppen, die aus ([43], Paragraph 5 und 6). 
Als Anwendungen erhalten wir fiir p ungerade: (Wir benutzen die folgenden 
Bezeichnungen: Sei V,, . . . ,V, ein vollstandiges System reeller irreduzibler G- 
Moduln. 1st V eine reelle G-Darstellung, so besitzt V eine Darstellung V = 
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R’ @ V”’ @ * * * @ V”H. Wir setzen B(V) = 7rk(lIrC1 U/U(ni)). AuBerdem sei dim, VG = 
k und dimR V = n. 0p sei die Gruppe der gerahmten Homotopiespharen aus[24]. S” 
sei immer die Standardsphare der Dimension n.) 
(6.11) Sutz. Sei V stabil. Dann gibt es auf der S” eine V-gerahmte G-Operation mit 
(s.)O = Sk und v(Sk, Sh) E B(V) ist beliebig vorschreibbar. 
Auf Grund der Ergebnisse von[l7,36] ist dies das beste Resultat, was man 
erhoffen konnte. 
Die nachste Anwendung beantwortet eine Frage von Rothenberg. Dieser Satz ist 
ein geometrisches Komplement zu dem Satz von Kahn und Priddy. Wegen (2.9) und 
(4.6) ist der Beweis von (6.12) verwandt mit einer Beweisidee von Segal[41]. 
(6.12) S&z. Sei V stabil und subregular. Dann gibt es zu jedem FE 0,rl eine 
speziell gerahmte G-Operation auf der S” mit Fixpunktmenge F. 
Weiter zeigen wir 
(6.14.1) Sutz. Sei V stabil und subregular. 1st n = 0 mod 4, dann gilt (fur die 
anderen Paritaten von n vergleiche man 6.14.2 bis 4) 
Zu einem M E f3,,” gibt es genau dann eine V-gerahmte G-Operation, falls M als 
Element in r/ im Bild der Vergigabbildung &‘[frei] + ?r,l liegt. 
Salopp gesprochen: 0,” ist die direkte Summe aus der differenzierbaren Struktur 
der Sphare, der Fixpunktmenge und des Normalenbtindels. 
Fiir p = 2 schliegen sich subregular und stabil leider aus. 
Man kann aber noch zeigen. 
(7.3) S&z. Sei FE e,,” gegeben. Dann gibt es ein ME f3& und auf M eine 
Involution mit Fixpunktmenge E (Fur n ungerade wurde dieser Satz such von 
Schultz gezeigt.) 
Zum SchluB sei noch auf eine Vermutung von Bredon hingewiesen und auf ihre 
Konsequenzen fur unser Problem. Wie in [$I kann man das Bild des Fixpunkthomo- 
morphismusses SPfi,k --, rks fiir eine Reihe niedriger Dimensionen berechnen. Es 
ergibt sich die Vemutung (Bredon): Fur n 2 2k + 1 .ist das Bild des Fixpunkthomo- 
morphismusses SPfln,k --* ?rk’ genau die ungerade Torsion. Dies wtirde fur Involutionen 
auf Homotopiesphliren besagen, dal3 bei hoher Kodimension der Fixpunktmenge Fk 
die Fiipunktmenge selbst nur ein Element in der ungeraden Torsionsuntergruppe von 
f?k/bPk+, sein kiinnte. 
Eine analoge Vermutung kann man fur ungerade Primzahlen formulieren. Nun ist 
es nicht schwierig mit Hilfe von[26,27] zu zeigen, dal3 jede halbfreie, homoto- 
pielineare S’-Operation auf einer SphHre aquivariant rahmbar ist. Somit ergibt sich die 
Vemutung. S’ operiere halbfrei und homotopielinear auf einer Sphlre M”+k mit 
Fixpunktmenge Fk. 1st n hinreichend grog, dann ist F’ nullbordant. 
Ich mochte an dieser Stelle den Herren Tammo tom Dieck, Ted Petrie, Reinhard 
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Schultz und Larry Smith danken. Vermittels geduldiger Kritik halfen sie mir die S&e 
in einen Bereich zu schieben, der ihren Erfahrungen mit diesem Themenkreis ent- 
sprach. Augerdem sei dem Referenten fiir weitere Verbesserungen gedankt. 
01. V-O-UNGEN 
Sei G eine kompakte Liesche Gruppe. Sei Vi, j = 0, 1,2, . . . , ein vollstandiges 
Reprasentantensystem irreduzibler reeller G-Darstellungen. Hierbei sei V, = R die 
eindimensionale triviale Darstellung von G mit der Standardbasis. Tritt V0 = R als 
Index auf, so schreiben wir einfach 1. 
Wie in [32] erhalt damit jede reelle G-Darstellung und somit such jedes Element in 
RG(G), dem reellen Darstellungsring von G, einen eindeutigen Vertreter. Augerdem 
wird die Menge der reellen G-Darstellungen, genannt DO(G), eine geordnete Menge. 
Weiterhin versehen wir jedes Vj mit einer nicht ausgearteten positiv-definiten G- 
invarianten symmetrischen Bilinearform. 
Da jedes Vj mit einer G-Metrik versehen ist, erbt jede G-Darstellung V eine 
Metrik. Damit haben wir S(V), B(V) die Einheitssphare in V bzw. den Einheitsball. 
Sei M eine differenzierbare G-Mannigfaltigkeit. 1st H < G eine Untergruppe, so 
bezeichne MH die H-Fixpunktmenge von iU. tM sei das Tangentialbiindel. Die 
G-Operation macht fM zu einem G-Vektorraumbiindel iiber M. 1st m E M, so sei tM, 
die Faser von fM tiber m. 1st m E MC, so ist tM,,, ein G-Modul. 
(1.1) Definition. Sei M eine G-Mannigfaltigkeit, m E MC ein Fixpunkt, V eine 
reelle G-Darstellung. Eine V-Orientierung von (M, m) ist ein Isomorphismus von 
G-Moduln o,.: V+ tM,,,. Zwei V-Orientierungen o,, 0: heil3en gleich, falls sie durch 
G-Isomorphismen homotop sind. 
Liegen m und m’ in der gleichen Komponente von MC und ist MC einfach 
zusammenhangend, so induziert eine V-Orientierung von (M, m) eine von (M, m’). 1st 
MC einfach zusammenhangend und nicht leer, so sprechen wir einfach von einer 
V-Orientierung oder einer G-Orientierung von M. 1st (M, m) eine V-orientierte 
Mannigfaltigkeit, so definiert die Exponentialabbildung einen G-DifIeomorphismus 
B(V) w U, wo U eine Umgebung von m ist. Wie in [lo] zeigt man 
(1.2) LEMMA. Sind (M, m) und (N, n) zwei V-orientierte Mannigfultigkeiten, so 
existiert (M, m) #(IV, n), die zusammenhiingende Summe uon (M, m) mit (N, n). Diese 
ist bis auf Diffeomorphie eindeutig. 
Fiir spater beniitigen wir 
(1.3) Definition. Eine stabile V-Orientierung von (M, m) ist ein Isomorphismus 
von G-Moduln tM,,, @ W G V @ W. 
1st o: tM,,, ---* V eine V-Orientierung, so definiert o x id,: fM,,, @ W + V @ W 
eine stabile V-Orientierung, die W-Einhlingung von o. In gewisser Weise gilt such 
eine Umkehrung: Sei Q: tM,,, @ W + V @ W eine stabile V-Orientierung. Sei W = 
WI @ W2 eine Zerlegung von W wie folgt: W, wird erzeugt von den irreduziblen 
Darstellungen, die such in fM,,, auftauchen (der tM, Phnliche Anteil von W), W, von 
denen die nicht in fM,,, auftauchen (der tM,,, fremde Anteil von W). Dann schreibt 
sich Q = QI @ Q2: (tM,,, @ W,) @ W, + (V@ W,) @ W2. Da in W, nur irreduzible 
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Darstellungen aus tM,,, auftauchen, gilt rO(Iso(tM,,,, V)) = ?r&o(tM,,, @ W,, V @ W,)). 
Damit gibt es genau eine V-Orientierung o: tM,,, + V, so dal3 cpl die W,-Einhangung von 
o ist. Wir nennen o die von 9 induzierte V-Orientierung. Damit haben wir 
(1.4) LEMMA. Jede stabile V-Orientierung cp van (M, m) induziert eine V-Orien- 
tierung o, so daL3 cp eingeschriinkt auf den tM,,,-dhnlichen Anteil gerade eine Ein- 
hiingung ist. Ist W, der tM,,, fremde Anteil des Stabilisierungsmoduls W und gibt 
q,(lso(Wz, Wz)) = 0 so induziert eine stabile V-Orientierung sogar genau eine V- 
Orientierung. 
(1.5) K~ROLLAR. 1st 
(1) G =Z, 
(2) G = 2, r ungerade, 
und MG zusammenhiingend sowie 1 <dim MG c dim M, so induziert jede stabile 
G-Orientierung genau eine G-Orientierung. 
Beweis. Im Fall 1 ist der tM,-fremde Anteil 0. Tei12 gilt, da fur nicht triviale reelle 
irreduzible Darstellungen V &Iso( V, V)) = 0 gilt. 
SchlieSlich legen wir noch einige weitere Bezeichnungen fest: Das triviale Vek- 
torraumbtindel mit Faser V bezeichnen wir such mit V. 1st die Faser R = VO(bzw. Vok) 
so schreiben wir haufig e(e ‘). 
Fur G = 2, sei der RRk der R”+’ mit nichttrivialer Involution auf genau den ersten 
n Koordinaten. Weiter sei S(R”*k) = Pk, B(R”vk) = B”sk sowie ~“9~ das triviale G- 
Biindel mit Faser R&‘. 
Fur G = 2, r ungerade, p = (1/2)(r - l), gibt es k verschiedene irreduzible nicht 
triviale Darstelhrngen V,, . . . , V,, die alle die reelle Dimension 2 haben. 
Es sei G eine endliche Gruppe. p bezeichne die regulare Darstellung von G tiber 
R. Es ist p = Abb(G, R). Fur spltere Zwecke miissen wir noch feste Isomorphismen 
zu unseren Standardmodellen wihlen. 
Sei G = Z2 = (1, T}. Wir setzen hier 
Q: Abb(Z,, R) -_, R ‘J 
wie folgt: cpW=(fW-f(T), f(l)+f(T)). 
Sei G = 2, = (1, T, T*, . . . ,T’-‘} (r ungerade). Gesucht wird 
cp:Abb(Z,R)----tR@ V,@--.@ VP. 
Zuerst setzen wir Q&) = f (1) + f(T) + - - * + f( T’-I)), Q~: Abb(Z, R) + R und setzen 
dieses Q,, beliebig zu einem Isomophismus Q fort. Da ?~(Iso( V, V,)) = 0 ist, i = 
1 , . . . ,p, sind alle Fortsetzungen homotop und Q ist bis auf Homotopie eindeutig. 
52. BORJHSMENGRUI’PEN .iQUIVARLWT GERAHMTER 
MANNIGFALTIGKEITEN 
Sei G eine kompakte Liegruppe und M eine G-Mannigfaltigkeit. 
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(2.1) Definition. (a) M heil3e G-rahmbar oder (r-rahmbar, falls es einen Isomor- 
phismus von G-Vektorraumbiindeln 
gibt (cr = W - V). (b) Ein durch ein solches cp definierter stabiler Isomorphismus (wir 
stabilisieren mit beliebigen G-Darstellungen) heil3e eine G-Rahmung oder such eine 
cu-Rahmung von M. (c) M beige speziell G-rahmbar, falls es einen G-Vektor- 
raumbtindelisomorphismus 
gibt. (d) Stabilisieren wir wie unter b aber nur mit trivialen Darstellungen, so erhalten 
wir spezielle G-Rahmungen (spezielle a-Rahmungen) von M. 
Ein Paar (M, rp), M eine G-Mannigfaltigkeit, cp eine G-Rahmung (spezielle G- 
Rahmung) heibe eine G-gerahmte (speziell G-gerahmte) Mannigfaltigkeit. Statt (M, rp) 
schreiben wir meist M. 1st X ein G-Raum, so bezeichne n,G(X)epQ,G(X)) die 
Bordismengruppe der singularen a-gerahmten (speziell a-gerahmten) Mannigfaltig- 
keiten (fur analoge Definitionen vergleiche man etwa [42]). 
(2.2) Bemerkungen. (1) 1st M speziell G-rahmbar, so’errechnet man leicht, daB 
v(MG, M) das Normalenbtindel von MC in M, trivial sein mul3. (2) Es gibt Mannig- 
faltigkeiten, die G-rahmbar, aber nicht speziell G-rahmbar sind. Man nehme z.B. 
G = Z2, M = S”’ x S’” mit dem Twist als Involution. Dann gilt tM @ E’*’ = E~“+‘~~+’ 
(fur die Bezeichnungen vergleiche 81). Aber wegen Bemerkung 1 ist M sicher 
nicht speziell Z2-rahmbar. (3) Die Gruppen fiaG sind geometrisch interessant, w&rend 
die Sp&G mehr eine technische Bedeutung haben. Im allgemeinen ist es wohl 
schwierig festzustellen, ob eine Mannigfaltigkeit speziell G-rahmbar ist, wiihrend 
hingegen die Frage nach der G-Rahmbarkeit manchmal leichter zu beantworten ist 
[26,27]. 
Sind X und G-Riiume mit G-invarianten Basispunkten, so sei [X, Y],” die Menge 
der punktierten G-Homotopieklassen von G-Abbildungen von X nach Y. 
(2.3) Definition. Wir setzen (CY = W - V) 
9rmG(X) = “jl& [S( w 0 R2 @ U), S(V 0 R2 @I U) A x+lGO. 
Dabei ist X’ der Raum X mit einem separaten Basispunkt. 
Die Funktoren tr,‘, spflaG und R, ’ bilden jeweils RO(G) induzierte Bquivariante 
Homologietheorien [4,32]. 
Man hat natiirliche Transformationen 
iI: spflaG + flaG 
sowie durch die Pontrjagin-Thorn-Konstruktion 
Wir setzen i = i2 0 il. 
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Sei 9 eine Familie von Untergruppen von G 1421. Dann kann man wie in [tls,] aus 
obigen Theorien die Theorien sp~,G[91( - ), n,‘[9l( -) und ~,‘[m( - ) gewinnen. 1st 
speziell 9 die Familie aller Untergruppen, so lassen wir [fl weg oder schreiben [alle]. 
1st 9 die Familie die nur aus der Untergruppe {I} besteht, so schreiben wir [frei]. 1st 
schliel3lich 9$ C S$ ein Paar von Familien, so gehort dazu eine lange exakte Conner- 
Floyd-Folge fur alle drei Theorien, also z. B. 
Von jetzt an sei G endlich. 
(2.4) Satz. 
(1) Es gilt 
“fi,G[frei] -L Q,‘[frei] > 7raG[frei] 
il h 
(2) Sind 9, > %. benachbarte Familien zur Untergruppe H [13], dann gilt (Con- 
ner-Floyd Isomorphismus) 
( VG ist der triviale Anteil von V, NH ist der Normalisator von H in G.) 
(3) Sei V E DO(G). Dann gilt 
&w&s. Man vergleiche etwa [18,23]. 
Seien VI,. . . , V, wie auf 81 festgelegt ein vollstindiges Reprasentantensystem 
der nichttrivialen irreduziblen reellen G-Darstellungen. Die Vi waren mit G-in- 
varianten Metriken versehen. Deshalb kiinnen wir von den orthogonalen Gruppen der 
v sprechen. Es gilt [14] 
I O(l) O( vi)0 = U(1) SPU). 
Wir setzen kurz 0( Vi)’ = O,(l). 
(2.5) LEMMA. Es sei V = Rk @ - - - @ VT. Dann gilt 
flv’[alle, echt] = rks (fi (“i(m)lOi(h))) 
\i=l / 
Hierbei ist T$ der stabile i-Stamm. 
Beweis. Wie iiblich [42] ist in fl,“[alle, echtl jedes Element durch die Bordis- 
menklasse des Normalenbtindels an die Fixpunktmenge gegeben. Die Fixpunktmenge 
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ist eine gerahmte Mannigfaltigkeit, das Normalenbiindel ist ein Biindel mit Struk- 
turgruppe O,(n,)x . . . O,(q), das komponentenweise stabilisiert ist. Solche Biindel 
werder aber durch eine Abbildung nach O,(~)/O,(n,)x . . . xO,(m)/O,(n,) klassifiziert. 
(2.6) Beispiel. Es gilt 
(1) Rzi[alle, echt] = rz(O/O(n)) 
(2) RVzp[alle, echt] = T~‘( U/U(n,)x. . . xU/U(n,)) 
wobei p eine ungerade Primzahl ist 
F- 
P-l 
- - sowie V = Wk @ VI”1 @ * * * @ Vfine ist. 
2 3 
(2.7) KOROLLAR. "nvG ist direkter Summand uon 0,“. 
Beweis. Folgt aus 2.4.3. 
(2.8) KOROLLAR. Fur G = Z,, p eine Prim_&/, gilt 
i-l”” = ?r”” @ ??s,G (fi (O,(m)lO,(ni))) 
Beweis. Man betrachte 
“PfivG[frei] ---, spsZvG --* “P~vG[alle, frei] + fi$_,[frei] 
1 J 4 
nvG[frei] + I:’ ” 
& 4 
G -+ RVG[alle, frei] + R$_,[frei]. 
Wegen 2.7 gilt Qv” = sp 0,” @ Coker(iJ. Wegen 2.4.1 sind i, und is Isomorphismen, 
also gilt Coker iz = Coker i3 und dieser berechnet sich aus 2.5. 
Urn in einigen Dimensionen noch genauere Aussagen iiber 7rvG zu bekommen, 
machen wir noch folgende Konstruktion (vergl. etwa [5] Seite 284): Es reprasentiere 
f: Sk+s -t-S’ ein Element aus T;. Dann definiert 
fv=f h . . . h f:sk+s A . . . h sk+s_+ss ,, . . . h s” 
eine Abbildung auf der G in offensichtlicher Weise operiert. fAP definiert ein Element 
in T$, (p war die regular-e Darstellung von G). Diese Zuordnung ist mit stabilisieren 
vertraglich, definiert also ein 
Die Beschrinkung auf die Fixpunktmenge von P(j) ergibt wieder unser Element f. 
(2.9) Satz. Sei V eine Darstellung von G = Z,, p Primzahl, mit (1) dim VG = k und 
(2) V ist eine Unterdarstellung von k * p. Dann ist 
7rvG --, rvG[alle, echt] z flk” 
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surjektiv. 1st V+ k . p, so spaltet diese Abbildung auf als Homomorphismus abelscher 
Gruppen. Speziell gilt dann also 
Beweis. Durch die Inklusion S(V) C S(k - p) wird ein Homomorphismus 
s: T&, + rrnvG definiert. Wir betrachten nun 
Die Homotopiedefinition von j, und jZ ergeben, dal3 das rechte Quadrat kommutiert. 
Nach obiger Bemerkung ist j, surjektiv, also such jz und jZ 0 (s 0 P) ist die identische 
Abbildung. Es bleibt zu zeigen, daS s 0 P ein Homomorphismus ist. 
(2.10) LEMMA. Es bezeichne g die Ordnung van G. Sei T& & &,,[frei] die 
Abbildung [M] I+ [M x G]. Dunn is? s 0 a: rTj.* 2 &[frei] s\ rVGLfrei] die Nul- 
labbildung. 
Seien nun [M,], [Mr] E w{. Dann ist P(M, + MJ = P(MJ +P(M,)+ Q wobei Q 
durch disjunkte Summen von Mannigfaltigkeiten reprasentiert wird, die durch G 
zyklisch vertauscht werden. (Wir benutzen hier die Tatsache, dal3 ?rks und rr& = “a& 
Bordismusgruppen sind und da& wenn M ein f aus r; reprasentiert, Pcf) durch j 
(Abb(G, M) reprisentiert wird, hierbei ist Abb(G, M) ein Element aus a&, und 
j: i2:, 12 &, __* ‘pfl$!p). 
Q liegt also im Bild von i, 0 Q 
I& -L &!,[frei] I( 7r& 
I 
5 
1 
s 
77”’ [frei] 12 ?T”‘. 
Aber wegen 2.10 ist s 0 a = 0. Also ist s(Q) = 0 und somit 
s 0 P(M, + A&) = s 0 P(M,) + s 0 P(A4,). 
Beweis von 2.10. Sowohl (r als such s sind Abbildungen von m;-Moduln. Also 
gentigt es 2.10 fur k = 0 zu zeigen. Aber hier ist die Behauptung trivial, weil 
7raG[frei] = 0 ist fur dim, a < 0 (2.4.1). 
Es bleibt-der Vollstandigkeit halber-noch avG[frei], G = Z,, p eine Primzahl, zu 
berechnen. So gilt 
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(2.11) SatQ) 7rt%,[frei] = ~~+,(WP(~)lRP(cp -n)) = 9r~+,(O/O(cp - n)) mit ~0 = 
Ordnung von KO(RP(n + k + 1)). (2) Sei p ungerade und V = W’ @ V,“l@. . . @ V,“P, 
dim, V = n. Setze W = Vim mit m = [n/2] + 1. Sei t so gewahlt, dal3 
(a) p’ > nl, . . . ,n 
(b) t > s 
[ 1 (c) 2n - k < 2 - p - p’. 
Setze schlieslich X = Vlml 0. * * @ Vpme, mit mj = p’ - nl, x = dim, X und L(X) = 
S(X)/Z,. Dann gilt 
rvzp[freil = r”+,(L( W @ X)/L(X)). 
Beweis. 1 wird analog zu 2 bewiesen (man vergleiche ([5], Theorem D) oder [28] 
6.3). Wir zeigen nur 2. Aus Dimensionsgrtlnden gilt rv’p[frei] = rvzp(S( W)). Schreiben 
wir statt r,‘p< -) such &,,,..,,nr( -), so gilt [25] wegen b 
Reprasentiert M ein Element aus dieser letzten Gruppe, so ergibt die Pontrjagin- 
Thorn-Konstruktion angewandt auf die Orbitrslume eine Abbildung (r grog). 
S”” + T(X x z,S( W) J L(W) @ Er-*) 
= S’_’ A T(X x z,S( W)4L( W)) 
= S’_” A L( w @ X)/L(X) 
(den letzten Homijomorphismus zeigt man wie in [21] 15.1.7). Aus Transversali- 
tatsgriinden ergibt sich dann 
7rvzp[frei] = +t+,.L( W @ X)/L(X)) 
= q,+,(U W 0 X)/L(X)) (wegen c). 
93. iQUlVARL4NT BORDISMEN 
G operiere im folgenden immer halbfrei. 1st M eine G-Mannigfaltigkeit, so 
bezeichne MG die G-Fixpunktmenge von M. Ein G-Bordismus, kurz Bordismus, 
zwischen zwei G-Mannigfaltigkeiten M und N, ist eine G-Mannigfaltigkeit B mit 
Rand B = LQ? = M U IV. Wir wollen spezielle Typen von Bordismen betrachten: 
Sei MG C M und B ein gewiihnlicher Bordismus von MG mit N. p sei ein Biindel 
tiber B mit ~1 Mu = v(MG, M) = v = Normalenbilndel von MG in M. 1st Bp das 
Ballbiindel von p, so kiinnen wir einen Bordismus wie folgt konstruieren 
MxIU,Bp=B 
wobei q Bv x {I} mit BP] Mu identifiziert (und Ecken gerundet werden). Es ist klar, wie 
man B zu einer G-Mannigfaltigkeit macht. Es gilt & = M U M’ und M’G = N. 
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Abb. 1. 
(3.1) Definition. (a) Ein solcher Bordismus heil3e vom Typ I. (b) B sei ein 
Bordismus von M mit N und es gelte BG = MC x [0, 11. Dann heiht B vom Typ II. 
Bekanntlich ei& ein Bordismus B die Summe von B, und B2, (B = B, + B2), falls 
8BI = Ml U M2, aB2 = MZ U Mj und B = B, U, B2 gilt. 
(3.2) S&z. Seien M und N zwei G-Mannigfaltigkeiten und B’ ein Bordismus 
zwischen M und N. 1st B’G zusammenhlngend, so gibt es einen Bordismus B mit 
aB = M U N, B = B, + Bz, und hierbei ist B1 vom Typ I und B2 vom Typ II. 
Beweis. Der Beweis ist analog zu der Konstruktion aus [43] Seite 12, in der 
Bordismen von Mannigfaltigkeiten mit Rand Betrachtet werden. 
Als ntitzlich erweist sich das folgende. 
(3.3) LEMMA. Es sei B ein Bordismus uom Typ II uon M mit N, also aB = M U N, 
B sei a @ R-gerahmt und die auf M induzierte a-Rahmung sei speziell. Dunn ist die 
Rahmung auf B such speziell. 
Beweis. Da es gent@, den Fall zu betrachten, in dem B aus M x [0, I] durch 
Anheften eines Henkels von der Form G x B( V,,“) x B( V,,‘) entsteht, ist der Beweis 
klar. 
54. DJE THJZORIE ovG 
Sei G eine zylkische Gruppe von Primzahlordnung und V E DO(G). 
(3.2) legt nun die Betrachtung der folgenden Objekte nahe: M sei eine V-gerahmte 
G-Mannigfaltigkeit MG sei eine Homotopiesphke. Bordismen sind V @ R gerahmte 
Bordismen, die h-Kobordismen auf der Fixpunktmenge sind. 
(4.1) Definition. avG sei die so erhaltene Kobordismenmenge. Analog definiere 
Die zusammenhtingende Summe macht aVG zu einem abelschen Monoid. 
neutrale Element ist S( V@ 1). Wie in [24] Thm. I zeigt man, dab gvG sogar 
abelsche Gruppe ist. 
Es sei von nun an dim VG 3 5. 
Seien Lk die L-Gruppen aus [24] also LZk+, = 0 Ldk = 2 und L4k+2 =2,. 
Das 
eine 
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(P 
L k+l + sPa”G ---* “~“” - Lk 
k=dim V’s5 
Beweis. WBhle M E “0,“. Dann definiert MC ein Element in Lk: 1st ngmlich 
Cp: ?rk’ + Lk das Chirurgiehindernis aus [24], dann setzen wir q(M) = @(MC). 1st nun 
q(M) = 0, so findet man einen Typ I Bordismus von M zu einem Element mit 
gesuchter Fixpunktmenge. Analog behandelt man den Kern. 
(4.2)’ Satz. ZU V sei O’(V) = II%, (Oi(m)/Oi(ni)) wie in 2.5 definiert. Weiter sei 
XT: rk(O’( v)) + &‘(O’( v)) die Einhtingungsabbildung. Dann gibt es eine exakte Folge 
Lt+,@Ker c ;+, + U”G + 0”” --, L&Coker 2;. 
Beweis. Der gleiche Beweis wie oben. Man mu6 nur beriicksichtigen, da8 die 
Fixpunktmenge mit Normalenbtindel bordant sein muB zu einer HomotopiesphB;re mit 
einem Biindel dariiber, das im Bild von 2; liegt. 
(4.3) LEMMA. Die Abbildung 
I 
spa”G - 0”” 
ist injektiu und spaltet auf. 
Beweis. Es reprasentiere M ein Element aus a”‘. Die Pontrjagin-Thom-Kon- 
struktion angewandt auf M ergibt fM: S( V @ W) --) S(W). Wie in [193 beschrieben, 
ist fM homotop zu f’ und f’ ist kontrolliert transversal zu 0 E S(W) (im Sinne von 
[19]. Dies Argument wird such im Beweis von 2.4.3 benutzt). v)-‘(O) ist also eine 
speziell gerahmte Mannigfaltigkeit. Da die Homotopie die Abbildung fM auf der 
Fixpunktmenge festliSt, gilt Cf’G)-‘(0) = uMG)-‘(0). cf’)-‘(0) definiert somit ein Ele- 
ment in spovG. Setze r(M) = cf’)-‘(0). Offenbar gilt r 0 i = id. 
(4.4) Satz. Es gibt exakte Folgen 
spn,G[frei] 0 SPaVG 8\ 0p 8’ “QGv_,[frei] + 
LL 
QvG[frei] + uvG 2 ok” @ q(O!( v)) A n$_,[frei] + 
(0; seien die Gruppen der gerahmten k-dimensionalen HomotopiesphPren). 
Beweis. Es sei (Y’: sPfiZG[frei] + muvG durch [M] I+ [M] + [S( V @ R)] definiert, 
P ‘: “uv” -+ 6,” sei das Nehmen der Fixpunktmenge und 6’: &” + sPn$_,[frei] sei 
durch [Xl t+ [Xl x [S( VG)] definiert, hierbei ist VG ein orthogonales Komplement zu 
VG in V. VGllig analog sind (Y, p und 6 definiert. Die so definierten Folgen sind also 
nichts anderes als die iiblichen Conner-Floyd-Folgen fiir die Theorien a”’ bzw. SPuvG. 
Der Beweis wird nun wie iiblich mit [ 131 22.1 gefiihrt. 
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(4.5) Sutr. Es gilt 
avG = spa”G @ 7rk( O’( v)). 
Man betrachte die exakten Folgen aus 4.4: 
Aus 2.4.1 folgt, dal3 il und id isomorph sind. Aus 4.3 folgt, dal3 i2 injektiv ist und 
aufspaltet. Aus einer Diagrammjagd folgt Coker i2 = Coker i3. 
SchlieSlich kiinnen wir Jp~~G noch in gewissen Bereichen ausrechnen: 
(4.6) Sate. Sei V gegeben mit dim, VG = k. 1st V < k - p (p war die reguliire 
Darstellung von G), dann ist 
kurz exakt. 1st sogar V=+ k * p so spaltet diese Folge auf. 
Beweis. Man betrachte 
Aus 2.9 folgt a = 0 also such /3 = 0. Fur VB k * p gibt es wegen 2.9 ein r. Als 
Auf spaltung wahle man r 0 j 0 i. 
65. GRUPPEN BOMOTOPlELI_NEARER OPERATIONEN 
AUF SPHAREN 
Von nun an sei G = Z,, p eine Primzahl. 
Wir betrachten G Operationen auf Spharen M’+k, deren Fixpunktmenge F’ 
wieder eine SphPre ist. Solche Operationen nenner wir homotopielinear (kurz h- 
linear). 
Des weiteren setzen wir von nun an voraus, daB k 2 5 und n B 3 ist. 
(5.1) Definition. Es bezeichne e’(V) die Menge der V-orientierten G-Diffeomor- 
phieklassen von h-linearen G-Operationen auf Sphiiren. 
(5.2) Satz. OG( V) ist eine abelsche Gruppe bzgl. der zusammenhangenden Summe 
an einem Fixpunkt als Addition. Als neutrales Element hat man S( V @ R). 
Beweis. Dies wird in [34] bewiesen. Ein Beweis findet sich such in 111. 
Sei Mn+k ein Element aus e’(V). Die V-Orientierung zusammen mit der 
Exponentialabbildung definiert einen Diffeomorphismus d: BV+ U C M”+‘, wobei U 
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eine Ballumgebung eines Fixpunktes ist. Damit erhalten wir 
fkl:M+ UaC--BV/S(V)=S(V@R). fM ist eine G-Homotopieaquivalenz 
[l&26]. o 
(5.3) Bemerkung. Aus der Hindernistheorie folgt leicht, dal3 fiw bis auf Homotopie 
’ dadurch charakterisiert ist, dag sowohl ficr als such fiu selbst den Abbildungsgrad 1
haben. 
Sei ruM) E Wh&S( V @ R)) die aquivariante Whiteheadtorsion von fM. (In un- 
serem Falle gilt Wh&S( V @ R)) = Wh(G) [20] Satz 111.5.) Die Zuordnung M I+ ~cf~) 
definiert 7: eG( V) --, Wh,(S( V @ FU)). 
(5.4) LEMMA. 7 isf ein Homomorphismus. 
Beweis. Die Summe in eG( V) ist wie folgt definiert: Aus M, und Mz E OG( V) 
schneide man jeweils B(V) heraus und klebe S(V) x I ein. 5.3 folgt nun durch 
zweimaliges Anwenden von 23.1 ‘aus [l l] aus dem folgenden Diagramm 
fl Ufz 
M,OM, - S(V@R) u S(V@R) 
(M,-B(;)U(M,-B(V)) ‘1’“‘2’ 
3 
-B(V)UB(V) 
(M,-B(V))U,,(SIIV)xl)U,,,(M,-B(V)) ‘I#‘2 
Y 
- S(V@R). 
Da6 f, #cfi wieder von dem oben beschrieben Typ ist, folgt aus 5.3. 
Sei e”(V) der Kern von r. 
(5.5) Anmerkung. Interessant ist nattirlich die Abweichung von 8’(V) zu eG(V). 
Wegen [29] 6.5 kiinnen wir G = Z, mit p a 5 voraussetzen. In [29] 6.4 wird Wh(Z,,) = 
Z“-’ berechnet. Wegen [29] 6.7 wissen wir, da8 kanonische Involution auf Wh(G) 
trivial ist. 1st dim, V gerade, dann folgt wegen [2] 6.2 Lemma 3, daS TIM) = 0 ist fur 
alle M E OG( V). Also gilt dann gG( V) = eG( V). 1st dim, V ungerade, so folgt aus [2] 
6.2 Lemma 3, da5 0 --, iG( V)+ e’(V)+ Wh(G)-* 0 kurz exakt ist (und auf- 
gespaltet). 
Den Zusammenhang mit C&G stellt nur der folgende Satz her: 
(5.6) Snfz. Sei M E eG(V). Dann ist M V-rahmbar. 
Beweis. Vergleiche [26,27]. 
(5.7) Definition. Sei evG die Menge der G-Diffeomorphieklassen von V-gerahmten 
h-linearen G-Operationen auf Homotopiesphiiren mit Torsion 0. 
Wegen 1.5 hat man auf 0,” eine Addition, die durch gerahmte zusammenhangende 
Summen gegeben ist. Man sieht leicht, da8 die Menge der V-Rahmungen 
KOG-‘(S( V @ R)) entspricht. Aus der exakten Folge von abelschen Halbgruppen 
O-+~G-‘(S(VOR)-,e”G-,~G(~_,O 
entnimmt man sogar, dal3 0,” eine abelsche Gruppe ist. 
304 P. LijFFLER 
56. HOMOTOPIELINEARE Zp-OPERATIONEN IM 
STABILEN BEREICH 
Fur diesen Paragraphen sei G = Z,, p eine ungerade Primzahl. 
Wir wollen jetzt die Abbildung 0,” + uv” genauer studieren. 
(6.1) Definition. Sei V E DO(G). Wir sagen, da13 V im stabilen Bereich liegt, falls 
1 + 2 * dim, VG c dim, V ist. 
Es bezeichne wie iiblich L,(G) die Chirurgiegruppen aus [43]. Es gilt 
0 n ungerade 
L,(G) = Pc’n = 0 mod 4 
Z’@Zzn=2mod4. 
(6.2) Satz. Es sei dim, V = n. 
(1) Gilt 2 * dimR VG < n, dann gibt es eine exakte Folge abelscher Gruppen 
0”” + avG --, L,(G) 
(2) 1st V stabil, dann gibt es eine exakte Folge abelscher Gruppen 
L+,(G) --f e,” -_, uvG. 
Beweis. Sei M ein Reprasentant einer Klasse aus aVG. Sei f: it4 + S( V @ W) die 
Abbildung, die das aul3ere einer Ballumgebung eines Fixpunktes auf einen Punkt wirft 
cf induziere auBerdem die V-Rahmung von M). Das Problem besteht darin f durch 
Umhenkeln von M in eine einfache Homotopieaquivalenz zu verwandeln (einfach 
Homotopieaquivalenz wie in 5. beschrieben), ohne MG zu verandern. 
Urn M hochzusammenhangend zu machen kann man wie in [43] Paragraph 1 
verfahren: M wird nur umgehenkelt an eingebetteten S’ mit i < [n/2]. Da V im 
stabilen Bereich liegt, folgt also i + dim MG = i + dim, VG < n. Also kann aus Griinden 
der allgemeinen Lage S’ rl MG = 0 angenommen werden. Nun verfahre man wie in 
[43] 1.1 beschrieben wird. Wir konnen also M als ([n/2] - 1) zusammenhangend anneh- 
men. Fiir das Weitere mtissen wir nach der Paritat von n unterscheiden: 
(1) Fall n = 2k. 
(6.3) LEMMA. M sei (k - l)-zusammenhiingend. Dunn ist l&(M) ein stabilfreier 
Z[G]-Modul mit ausgezeichneter Basis. 
Beweis. Man betrachte 
MI- S(V@R) WC, 
U U U 
MGLS(VG@R)-Cp. 
Da fG eine Homotopieaquivalenz ist, ist C,G zusammenziehbar. Also gilt 
H&W = fi,+,CC,> = H,+,(C,, 
H,+,(C, - C,G, u - 
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hierbei ist der letzte Isomorphismus eine Ausschneidung und U eine kleine Umge- 
bung von C,G, die sich auf C,c zusammenziehen 1aBt. Die Behauptung folgt nun aus 
[43] 2.3 und [22]. 
Damit ist H&f ein Modul von der in [43] 5.1 und 5.2 beschriebenen Form. Man 
kann also [43] 5.6 anwenden. Es bleibt zu zeigen, daB das Chirurgiehindernis eine 
Bordismusinvariante ist: Urn wie in [43] 5.6 argumentieren zu ktinnen, geniigt es zu 
zeigen, dal3 2 * dim, VG + 2 < dim, V + 1 gilt. Dies folgt aber aus der Stabilitiit von V 
und der Eigenschaft, daS dimR VG = dim, V mod 2 ist. 
(2) Fall n = 2k + 1. 
Nach Voraussetzung ist H,(M) = 0 fur i < k. Seien x,, . . . ,x, ein Z[G]- 
Modulerzeugendensystem von H& Jedes Xi kann durch eine Einbettung gi: Sk X 
Dnek 4 M reprasentiert werden, so dag gi(Sk x Dnek) n MC leer ist. Dies erweitert zu 
Einbettungen gi: G X Sk X Dnek ‘& M. Wir setzen gi(G X Sk X Dnmk) = Vi und U Vi = 
U. Man errechnet leicht, dal3 gilt 
Hi(M,U)=Ofiir i+O,l,k+l,n. 
Wenn wir zeigen kiinnen, da& 
(*) Hk+,(M, U) ein stabil freier Z[G]-Modul mit ausgezeichneter Basis ist, dann 
konnen wir [43] 6.4 anwenden und 6.2.1 ware gezeigt. Die Bordismusinvarianz kriegen 
wir geschenkt, da die ungeraden L-Gruppen verschwinden. 
Sei f: M + S( V @ R) die iibliche Kollapsabbildung, die durch die V-Orientierung 
induziert wird. Wir kijnnen f so abandern, daB Wi = f( Ui) = G X Punkt wird. 
AuBerdem kann man Wi n Wi = 0 fur i = j erreichen. Dies induziert ( W = U Wi) 
f: 0% U) (S(V 0 WI, WI. 
Nun gilt Hk+f = Hk+,(M, U) und Hif = 0, i9 k +2. Man hat H,f = HJ’ mit 
f’: (M, U U MC)-+ (S( V@ R), W U S( VG OR)) (MC war ja schon eine Homoto- 
piesphlre). Nun gilt aber (S( V @ W) = S) 
In diesem Ausdruck sind links und rechts vom Komma die Fixpunktmengen gleich. 
Verdickt man rechts die Fixpunktmenge ein wenig und bentitzt eine Ahsschneidung, 
so erhalt man ein Paar von freien G-Raumen. Nun wende man wieder [43] 2.3 an 
sowie [22]. Damit ist (*) gezeigt. 
Urn 6.2.2 zu zeigen beniitigen wir: 
(6.4) LEMMA. Es sei B ein h-Kobordismus in uvG zwischen M,, und M,. Es sei MO 
einfach zusammenhlingend und es verschwinde die iiquivariante Torsion von MO 4 B. 
Dunn gilt B = M,, x [0, 11. 
Beweis. In diesem Falle ist die aquivariante Whiteheadtorsion per definitionem 
gerade die isovariante Whiteheadtorsion aus [20]. Die Behauptung folgt nun aus [20] 
v.4. 
Wir zeigen nun, wie man 6.2.2 analog zu 6.2.1 beweisen kann. Sei B ein Bordismus 
zwischen MO und MI. Dann definiert B ein Element (Y E L,+,(G) genau wie im Beweis 
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von 6.2.1. Man kann nun mit a-’ auf M, operieren und erhtilt einen neuen Bordismus 
B’ zwischen it4, und i&. (Dies ist miiglich, da V @ W noch stabil ist und deshalb alle 
eingebetteten Sphgren disjunkt zur Fixpunktmenge angenommen werden kiinnen.) 
Dann hat der Bordismus B U B’ das Chirurgiehindernis 0. Daher kann man durch 
Chirurgie auf Int (B U B’) einen Pquivarianten s-Kobordismus zwischen MO und M2 
finden. Wegen 6.4 gilt M,, = M2. Aber wir wissen M2 = cu-*(M,). Also gilt M, = a(M,,). 
(6.5) Bemerkung. Analog zu 5.7 ka’nn man “0,” definieren und erhPlt so exakte 
Folgen 
*p0 “” --* “C”” + L,(G) (1) 
L,+,(G) --, spevG + spu$ (2) 
wobei an V wieder dieselben Bedingungen wie in 6.2 gestellt werden. 
Urn 6.2 anwenden zu kiinnen brauchen wir 
(6.6) LEMMA. Es sei f’ 4 Sk ein komplexes Biindel mit klassijirierender Abbildung 
a: Sk --f B U (n). Dunn ist &” stabil trivial (i*(a) = 0, i*: rkBU(n) + rkBU) genau dann, 
wenn Ck(e) uerschwindet. (Ck ist die k-te Chemsche Klasse uon 6.) 
Beweis. Ck entdeckt gerade das Bild von H: TkBU 4 H,BU. 
(6.7) Satz. Es operiere G auf M und MC sei eine k-dimensionale Homoto- 
piesphire. Es zerfalle v(MG, M) = v,@ - * . @ vp nach den irreduziblen nichttrivialen 
G-Darstellungen. Dann verschwindet der gquivariante Index von M, genau dann, 
wenn alle Ck(vi) verschwinden (k > 2). 
Beweis. Die Notwendigkeit folgt aus [3]. DaS diese Bedingung such hinreichend 
ist wurde in [17,36] gezeigt. 
Fiir das folgende setzen wir ?rk(O’( V)) = B(V) (= die Biindel zu V). 
(6.8) Satz. V sei stabil. Dann gibt es eine exakte Folge abelscher Gruppen 
0 -+ “t’vG + 19,’ + B(V) 4 0. 
1st dim, V gerade, dann spaltet diese Folge auf. 
Beweis. Es sei dimR V = n. Dann haben wir nach 6.2 und 6.5 exakte Folgen 
B(V) 
I 
L,+,(G) 
-=I 
- evG -+ aVG - L,(G) 
L,+,(G) - “0,” - “(rv” A L,(G) 
T 
0. 
(1) Fall n = 0 mod 4. 
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Dann gilt L,+,(G) = 0 und die Chirurgiehindernisse aI, a2 sind durch den 
aquivarianten Index gegeben. Wegen 6.7 ist (Y~ = (Y~ = 0. Daraus erhalten wir 
(2) Fall n = 2 mod 4. 
In diesem Falle ist das Chirurglehindernis durch den aquivarianten Index und die 
gewiihnliche Arfinvariante nach Vergessen der G-Operation gegeben. Da die gewiihn- 
lithe Arfinvariante fiir n+ 2’ - 2 verschwindet [7], gilt fur n+ 2’ - 2 das gleiche 
Argument wie fiir n = 0 mod 4. 
(6.9) LEMMA. Seien 2r : uvG -+ rns bzw. Ipw : sPavG + rns die Vergifkzbbildungen. 
Dunn is? Bild (w) = Bild (” .v). 
Beweis. Die in 4.3 definierte Aufspaltung r: aVG + “ayG andert die Pontrjagin- 
Thorn-Konstruktion nur urn eine Homotopie ab. Also gilt: IPe(r(M)) = u(M) fur ein 
M E cr”G. 
Sei nun n = 2’ - 2. Sei A(“avG) der Kern Der Komposition “uvG ‘2 rns Arf\ LZ = 
z2. 
Mit Hilfe der Aufspaltung 4.3 definieren wir nun A(spavG) @ B(V) als Untergruppe 
von ovG. Wir erhalten jetzt das folgende Diagramm 
O-+~vG+A(sPavG)@lB(V)-t 0 
0 + ““9,” + A(“avG) + 0 
und 6.8 folgt. 
(3) Fall n = 1 modulo 2 
In diesem Falle ergibt 6.2 das folgende Diagramm 
h 
L,+,(G) - 6’“” w a”G -0 
T 2 Til Tiz 
L,+,(G) --k “evG - “uvG - 0. 
Da die Homomorphismen jl und j2 durch die Operation der 
S( V @ R) erklart sind, folgt aus 3.3, dal3 Bild(j,) = Bild(j,) ist. 
ergibt non die Behauptung. 
(6.10) KOROLLAR. Es sei n = dim, V Dann gilt 
(1) n = 0 mod 4 
e”G=spe”G@B(v) 
L-Gruppen auf der 
Eine Diagrammjagd 
und die Projektion auf den 2. Faktor berechnet das Normalenbiindel an die Fix- 
punktmenge. 
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(2) n=2mod4 
6,” = A('"uvG) @ B(v) 
und die Projektion auf den 2. Faktor berechnet das Normalenbtindel. 
(3) n=lmod2,nP2’-3 
Es gibt eine kurze exakte Folge 
0 - L,+,(G) 2 e,” - ““cT~~@B( v) - o 
und die Komposition 
berechnet das Normalenbtindel an die Fixpunktmenge. 
Beweis. 1 und 2 folgen unmittelbar aus dem Beweis von 6.8. Fur 3 bleibt noch zu 
zeigen, da8 j injektiv ist. Es gilt L,,,(G) = t,+,(G) @ I,,+,. Die Operation von L”+,(G) 
auf 04 kann man durch Atiyah-Singer [31] entdecken, oder anders gesagt &+,(G) 
ist split injektiv. Es bleibt #L,+, zu untersuchen. Hier betrachten wir 
L ” n+l - e? 
yl /* 1 Y 
L n+l - e/ 
(4 sei das Vergessen der Gruppenoperation, enr’ sei die Gruppe der n-dimensionalen 
gerahmten Homotopiespharen). Aus der gerahmten Kervaire-Milnor-Folge [24] ergibt 
sich, da8 l2 fiir n P 2’ - 3 injektiv ist. Wir konnen obiges Diagramm kommutativ 
erganzen, indem wir y = Multiplikation mit p( = l(2)) einsetzen. Hieraus folgt die 
Behauptung. 
(6.11) S&r. Sei V stabil, n = dim, V, k = dim, VG B 5, und a E B(V). Dann gibt es 
eine V-gerahmte G-Operation auf der S” mit der Sk als Fixpunktmenge und (Y = 
Y(S’, S”) als Normalenbilndel. 
Beweis. Aus 4.3, 6.8 und 6.9 ergibt sich, dal3 es ein A4 E avG gibt mit 
(1) MG = SK 
(2) y(MG, M) = (r 
(3) 4(M) = 0 
(4) das Chirurgiehindernis avG + L,(G) von it4 verschwindet. 
Also kann man annehmen, da8 M sogar eine n-dimensionale Homotopiesphare ist. 
Da +(M) nullbordant ist, unterscheidet sich G(M) von S” nur durch eine Operation von 
L ,,+I. Da a&r L,+,(G) + L,+, surjektiv ist [30,43] folgt die Behauptung. 
Wir hatten mit p die regulke Darstellung von G bezeichnet. 
(6.12) Definition. Es sei V E DO(G), dim, VG = k. 1st V $ k * p, so sagen wir V ist 
subregular. 
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(6.13) Satz. Es sei V stabil und subregular. Dann gibt es 
(n = dim, V, k = dimR VG) 
zu jedem F E 8p eine speziell V-gerahmte G-Operation auf der S” mit (S”)G = F. 
Beweis. Wie in 6.11 genugt es zu zeigen, dal3 es ein M E 0,” mit MG = F und 
o(M) = 0 gibt. Wir betrachten dazu die aufspaltende exakte Folge aus 4.6: 
(i war durch M I+ M !_I S( V @ V,J gegeben). 
Da p surjektiv ist, gibt es sicher ein M, E sPavG’ mit MIG = F. Wenn wir nun ein 
M2 E ClvG[frei] finden kiinnen, so dag gilt *(MI) = +(M2), dann hat Ml # i( - M2) die 
gesuchte Eigenschaft. Nun ist aber Bild (+; spoyG +qr”‘) C Bild (+; ‘J’fl,G + T,,~) = 
Bild (1~; nyG[frei] + 7rns) die letzte Gleichheit gilt, weil die Aufspaltung s 0 P aus 2.9 
nach Vergessen der Gruppenoperation sicher nullbordante Elemente liefert). Hieraus 
folgt die Behauptung. 
(6.14) Satz. Es sei V stabil und subregular. Dann gilt 
(n = dim, V, k = dim, VG z 5) 
(1) n = 0 mod 4 
(2) n=2mod4 
0,” = A(Cl,G[frei]) @ ekrr @ B(V) 
(A(nyG[frei]) ist der Kern von RvG[frei] A rl% L,). 
(3) n= 1 mod 2 n+2’-3. 
Es gibt eine exakte Folge 
(4) In allen Fallen gilt: Zu einem ME 6: gibt es genau dann eine V-gerahmte 
G-Operation auf M falls M als Element in 7r”’ im Bild von a : ClvG[frei] + ens liegt. 
1st dies erfiillt, so sind MG E e/ und v(MG, M) E B(V) beliebig vorschreibbar. 
Beweis. 1,2 und 3 ergeben sich aus 6.10 und 4.6. Dal3 in 4 sowohl MG als such 
v(MG, M) frei wiihlbar sind, ergibt sich aus 6.11 und 6.13. Fur den restlichen Teil der 
Behauptung betrachten wir 
(a ist die offensichtliche Abbildung). Es gent&$ zu zeigen: a(@,“> = 
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,(&“[frei]) n a(&“). Sei x E ,(&‘[frei]) n cr(@,“) und y E R,‘[frei] mit .~l(y) = x. 
Da die Arfinvariante von y verschwindet, folgt aus 6.2, dal3 es ein ME 6”’ mit 
G(M) = x gibt. Sei umgekehrt M E 8” ‘. Openbar ist G(M) E a(Onf’). Aber es gibt such 
6(evG) C .v(Q~~) = +(a,‘[frei]). 
87. INVOLUTIONEN 
Fiir diesen Paragraphen sei G = 2,. Wir benutzen die Bezeichnungen, wie sie auf 
61 fur Zt festgelegt wurden. Wir studieren also h-lineare Involutionen auf Homoto- 
piespharen. 
(7.1) Sutz. (1) Es sei k + 1 < n. (Wir erinnern an unsere generelle Voraussetzung 
k a 5, n > 3). Dann gibt es eine exakte Folge abelscher Gruppen 
L n+k+l(G9 - 1)“) + e&k + %,k + jkk(G, (- 1)“) 
(2) 1st k = n - 1, dann gibt es eine exakte Folge abelscher Gruppen 
6&l---, a,,-~ + LAG, (- 1)“) 
Beweis. Ftir 1 tibertragt sich der Beweis aus 6.2. Das einzige Problem in 2 ist die 
Eindeutigkeit des Chirurgiehindernisses. Hier verfahrt man analog zu 6.1 aus [43]. 
Interessant erscheint mir die folgende Frage: Man beschreibe das Bild des 
Fixpunkthomomorphismusses 8&k 2 et. Verwandt dazu ist die Frage, welches das 
Bild von onn,k 2 0/ ist. Hier kann man wegen 4.6 sagen, da0 /3 sicher surjektiv ist, 
falls k 3 n ist. Dieser Bereich wurde in 7.1 leider gerade ausgeschlossen. Umgekehrt 
kann man aber sagen, indem man Berechnungen in niedrigen Dimensionen wie in [5] 
anstellt, dal3 p fur k < n im allgemeinen sicher nicht surjektiv ist. Daraus ergibt sich, da8 
p’ : on,& + okfr fur k < n such nicht surjektiv sein kann. Aus diesem Grunde enststeht die 
Frage ob man den Bereich aus 7.1 erweitern kann. 
(7.2) Sutz. Es gibt exakte Folgen abelscher Gruppen 
8 2n,2n - f-72&2* = z 0 z 
8 2n+1,2n+l- ~2n+12n+l = z2 @ z2 
hierbei ist a2” durch den gewohnlichen Index und den aquivarianten Index gegeben 
(Y~“+~ durch die Arfinvariante nach Vergessen der Gruppenoperation und durch den 
Rang modulo 2 tiber Z[G] eines 2n-zusammenhlngenden Vertreters gegeben. 
Beweis. Dies wird in [16] gezeigt. 
Als Anwendung erhalten wir 
(7.3) S&z. Sei FE 0,” gegeben. Dann gibt es ein M E &, und auf M eine 
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Involution mit Fixpunktmenge E Reprasentiert F ein x E To’ dann kann M als 
x2 E T;, gewahlt werden. 
Beweis. Sei F E 6/ gegeben. Setze M, = F X FE a,.,. 
(1) n gerade. 
Sei r der aquivariante Index von M,. Setze M2 = MI - r * S” x S”. Dann gilt nach 
Konstruktion cr,(Mz) = 0. Wegen 7.2 gibt es ein M E 02, mit den geforderten Eigen- 
schaften. 
(2) n ungerade. 
Wegen [35] verschwindet die gewijhnliche Artinvariante von M, (die Hopfinvari- 
ante von F mul3 allerdings gerade sein. Nach den bekannten Resultaten von Adams ist 
dies nur fur n = 1,3,7 nicht der Fall. Hier kann man dies aber durch Umrahmen immer 
erreichen). Nun gilt H,(M,) = Z @ Z = Z[G]. Dann erfiillt aber Mz = MI + S” x S” die 
Bedingung (Y, ( M2) = 0. 
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